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QUESITO 4 - soluzione a cura di Laura Rossi

4. Dimostrare che 'equazione x* + x — cos x = 0 ammette un’unica soluzione positiva.

Soluzione 1
Metodo grafico
Riscrivo I’equazione nella forma x3 + x = cos x e risolvo
graficamente:
y=x3+x

{ Y = COSX
La funzione y = x3 + x & polinomiale continua in R,
sempre crescente poiché la derivata prima y’ = 3x? + 1 >
0 Vx € R e passa per I’origine degli assi. La situazione ¢ la
seguente:
le funzioni hanno un unico punto A di intersezione la cui
ascissa a ¢ compresa tra 0 e 1. a sara dunque 1’unica
soluzione positiva dell’equazione assegnata.

Soluzione 2
Teorema di Bolzano generalizzato
La funzione y = f(x) = x3 + x — cos x & continua in R in
quanto somma di funzioni continue in R;
lim (x3 + x — cosx) = +o0 poiché

X—>+00
1 cosXx 1 cosx
lim (x3 +x —cosx) = lim x3 (1+—— ) + 00, essendo hm——Oe lim =0
X—+00 xX—+00 x2 x3 X xX—+00 x3
per il teorema del confronto sui limiti.
In maniera analoga, si ha lim (x3 + x — cosx) = —oo.
X——00

Dunque essendo soddisfatte le ipotesi del teorema di Bolzano generalizzato, esiste almeno un ¢ € R
tale che f(c) = 0. Tale ¢ & unico in virtu del fatto che y = f(x) & strettamente crescente in R;
infatti f'(x) = 3x? + 1 + sinx > 0 Vx € R in quanto somma di 3x2 e (1 + sin x) entrambe

quantita non negative che non si annullano contemporaneamente.

Tale valore di ¢ & positivo perché f(0) = —1 < 0.
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